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1.1.2. Determ ina\i x, y,z e JR, astfel incdt: {x 
+ I + z = O

lxy+yz+n:12
Gazqta Matematic[ 6/2 0 09

TESTE tNtTtALE

Tesrul l.l

I.1.1. Determina\i neN, astfel incat ff +6"-,.29. ry.

I.1.3. Determinali punctul M din interiorul hiunghiului ABC, gtiind cd:

lS-:S,l=lS-:Srl=lS-fSrl, unde S, Sr, Sz,,S3 reprezint[ ariile triunghiurilor

ABC, AMB, BMC, respectiv AMC.

Nicolae Muquroia

I.1.4. Fie ABC un triunghi, punctele U e (lA), Ut e (,nC) 9i MB a NC ={O} .

A_x+^+: ^x d(o, fu r) _d(o, BC)
Aratau c8 . 

-

------''- -'- d(A, MN) d(A, BC)'

Gheorghe Szdlldsy, R.M.T., 2/2013

Trsrul1.2 ''

I.2.1. Fie n e N*. Rezolvafi ecualia

x2 +1 x2 +2 x2 +3 x'+n I I

- 

+ 

- 

+_+...*--:_ = I * _ *... + _ .2 6 12 n'+n 2 n

I.2.2. Determinali numerele reale a, b, cpenfiu care expresi a E (a, b, c) = 6a2 + bz +

+ 4c2 + +ali -ZbcJi -zo"Ji + l8 este minim[. Gdsili acest minim.

I.2.3. Un paralelipiped dreptunghic are volumul 60 cm3. Dacd mdrim dimensiunile para-
lelipipedului cu 3 cm, 4 cm, respectiv 5 cm, atunci volumul sdu devine 480 cm3.
Determinati aria totall a paralelipipedului inifial.

I.2.4. Determinali numerele prime a qi b care verific[ relafia as - b3 : (a + b)z + 54.

Matematici de excelenfi. Ctasa a tx-a | 9
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SoLUTilLE TESTELOR tNtTtALE

Trsrul l.'l

I.S.1.1. Seconstati cdYne N,zz) 7,(n+3)' .r'+6n+28<(n+4)2. Deci Vne N,

n77 . n+3<G +6n+n <n*4. Arunci pentru ,>l,r[r\er.n nupoare fi
pdtratperfect. CdutSrn ne{0, l, 2, 3,4, 5, 6}. Verificd r=5.

I.S"1.2.Avern 36=(.x+y+r)'. Folosindqiadouarelafie,rezulti x'+y'+22=I2"
Deci 12 + y' + z2 = x! + yz+zx. Oblinem r - y- z=2.

I.S.1.3. Fie o=lS-:S,l=lS-3El=iS-:S,1. Atunci ^!-3,Sr =k,il, ^S-3,S2 =kr&,
S-35, =fr,c,, unde kl, k2, 4 *{-1, t]. frin adunare oblinem 3S-3(q +Sr+Sr)=

=o(t, +k2+&r), deci 0=u(& +k.*f.). Prinuffnare, a=0 $i S,=Sr=sr=*.'r253

Rezulti cd M este centrul de greutate al triunghiului .4,8C.

. d(o. MN) so,^ :- d(o. BC.) so,.
1.5.1.4. Ayem: --+--:;---Yl:. tJi 

-=.-

d(A, MN) 5,,^ '*' d\A. BC) Sou,

Deci trebuie ardtat cd +^ = +- sau echivale nt So*'Sruc = Srr. .5'-..
Su^ {*.

I
Dar,so-y . s,r. = :oM' oN . AB. AC sin<{ -1{oli).sin<(8,4c), iar

4
1

srrn' sou. = :- AM' AN' oB' oc sin < (tzo-r- I sin < (Blc).
4

Prin urmare, trebuie ardtat cd OM . Ol{ . AB .1C = .4M ' AN 'OB .OC (1)

Aplicdm teorema lui Menelaus in triunghiurile BO-\-. respectiv COM cl secantele

A-M-C, respectiv A-N--n. rezulrd: lL :g 
-9-q=1 

;i ry Y 9='AB \IO C.\' AC NO BM
,AN MOCN.AM NOMB

DgCt 
-=- --=AB MB CO' AC NC OB

AN AM MO CN I{O MB MO.IIO
Atunci

AB AC MB AC CN OB OC.OB \ /

Trsrul1.2.

I.s.2.1. pentru x'>r. avem cd 
x2+1 nx2+2*'rr*-1 -...-'t=*nrl+1n...*1-' 2 6 ll n'+n ' 2 n

iarpentru x' <1. avemcd f+ -!:+2*'t' 13 *...*'t, 
*' <t+!+...n1- .2 6 12 n-+n 2 n

10 fi matematici de excelen[i" Clasa a lX-a
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28<(n*4)t. Deci Vn e N,

',Jn2 +6n+25 nu poate fi
d n=6.

fie' rezultd x' + y' + z2 =I2 .

-3St=fr,c, S-3Sr=kra,
l4in€m 3S-3(Sr +E +S3)=

e, c=0 $i S, -E =S, =*.
J

c-

Se =Sr-r -Sor..

(xrc), iar

rc}.
ty - AN -oB .oc (1)

n[cdiv COM cu secantele

O , .AM NC BO
-=l St 

-.-.-- 

I

U ACNOBM

rcre rcanltii relalia (1) .

x'+n I 1'*--.*--;-- ) l -r- r... + -,n"+n 2 n

t+n 1 I.-=-<l+_+...+_.
n"+n 2 n

Iat x2 =l verific[ ecuafia, deci solufia este xe {-L l}.

I.s.2.2. E(a, b, c)=(a+2Ji)' +(u-"Ji)' +("-oJi)'+ro este minimb, atunci cdnd

a = -2Ji., c = -2J:l. , b = -2J30 qi miqimul este 10.

r.s.2.3. Fie a, b, c dimensiunile paralelipipedului. Atunci v-abc=60cm3, iar
(a+3)(b+a)(c+s)=480 cm3. Aplic0nd inegalitatea mediilor, vom obline cL a+3)
>2J3a; b+4>zJab; c+5>2J5c.inmul1ind membru cu membru inegalit[file an-

terioare, vom obline cd, (a+z)(b++)(c+s)>sJeuoc =4g0 cm3. Deci vom avea
egalitate in fiecare inegalitate dintre cele anterioare, prin urmare a=3, b=4, c=5.
Atunci ariatotaldvafr 94 cm2.

I.S.2.4. Dacd a, b. M+l sau a, be /vlr+2, alwrci at -b, e M qi din egalitate
oblinem cL a+be M, ceea ce este fals. Daci ae M+1 gi be M+2 sau invers,

atunci a+be M qi din egalitate obtrinem cd as -b3 e Jvl, care este fals. Deci cel

pufin unul dintre numerele a gi b este 3. Dacd a= 3, ecuatia devine 189-03 = (z + b)'z

cu singura solu{ie b=5. Dacd. b=3, ecuatia devine o(oo -a-6)=90, care nu are

solu{ii numere prime.

Matematici de excelenfi. Ctasa a tX-a I t f
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CAPITOLUL 1. pRrNCrprUL INCLUDERil 5t EXCLUDERTI

Prezentdm in continuare o tehnicd utilS in rezolvarea unor probleme de numdrare.

1.1. Teoremi (Principiul includerii gi excluderii)

Dacd mullimlle A1, A2,..., A, sunt finite, unde n € N, n> 2 $i l4l reprezintd

numdrul de elemente din mullime a A1, (k e l,n), atunci:

Ln, I r l, I

l[J4l=Ilal- I ll..'e,l* I l4nt,a'tol- --+t-'r- llal
l,=r I i=r t<i<j<i t<i<j<k<n ll=r I

Demonstralie.' Vom demonstra formula anterioari prin induclie matematicS. Pentru n:2,
avem de demonstrat ce: lAru A.l=lArl*lA)-la n,4rl. intr-adevdr, num6ru1 elemen-

telor mulJimii A1 v A2 este egal cu suma numSrului elementelor lui A1 qi A2, din care
se scade num[rul elementelor comune celor doud mullimi, elemente care au fost
numirate de doud ori. Presupunem cd formula de demonstrat este adevdratl pentru

n e N* gi o demonstrim pentru n + 1. Fie mullimile ftnite A1, Az, ..., A,, A,+t. Cu notalia
B: AtQ A2v ...U 4,, avem:

llru ,qru... (-, ,q,_,\=la v ,t,*rl= lrl* l4.rl-la a A*rl (1)

Deoarece opera{ia de interseclie este comutativd, asociativi qi distributivd fa{6 de

reuniune, avem: ln n 4,.,1 =Ve n 4-r1 w (A, a,\u) w ... w (4,^ 1,., I'n:o I 14 n 4.rl -

- Z ln,a A., a o,*rl*...+ (-1)'-' '1.1, n ,t.n... rr 4,.r1. utilitAnd relalia (l), ipoteza
l<i< j<n

inducfiei pentru mullimile Au Az, ,4, gi relaJia anterioard, vom obfine:

la u + v ... v 4,ul =f-lal -,A,lu n o,l *,.,A,,|4 n o,^ 4. I - . * t-1)" . 
14 n 4 n

(, \
n...n,e,,1+14-,1-l Ita a4,l- LlAnA,a.\,,1+...!(-t)' '),t n4.,....,1,.,1 l=

\ i=t tsi<j<n )
n+7

=Ilal- I 1,t,a,+,1+ I I,t,a,t, tAo*,1-...+(-i)'.lA,aA,a...oA,n,l,
i=l l<i<j<n+l l<i<j<k<n+l

ceea ce trebuia demonstrat.

1.2. Consecin{i. Dacd A, B, C sunt mullimi finite, atunci sunt utile urmbtoarele aunti
particulare:

a) lA v nl =ldl +lnl-ld a al;

b) l,a u B v cl:ldl nlrl + lcl - (lt r: al+l.n o cl+la n cl ) + I,t n a a cl.

Notdm cu <p(n) funclia indicatorul lui Euler, adicl numdrul de numere naturale mai

mici decdt n gi care sunt relative prime cu n,tnden e N*, n) 2, iar q(1) = t .

'12 N matematici de excelen[i. Clasa a lX-a
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Ril 5r EXCLUDERil

-inor probleme de numdrare.

.:.. n > Z qi I,Arl reprezintd

l, I

I - -(-1)*' lnl,l.
lr=r I

-;:e matemalic5,. P entru n : 2,

-:-:-ader-ir. numIrul elemen-

:::-:elor lui ,41 gi A2, din care

--:-:::,. elemente care au fost
-:-s:zl este adevdrati pentru

. , .l-. ....,4n,A,*1. Cunotalia

- (1)

:. distributivd fa{6 de
t: :li ,

- , = Fl,a ^A .l-- /-/I t n+tl
i=l

--:":r reialia (1), ipoteza

--- .:: -.:ri. vom obline:

;- sunt utile urmdtoarele cazui

^c)*lttaacl.
marul de numere naturale mai

n>2,iarq(1)=t.

1.3. Observafie. Formula din teorema anterioard rdm6ne valabili dacb se inlocuiegte
,r\J" cu ,rA" $i ,rn" cu rru", Atunci oblinem:

lA,aA,^...^ A,l=ilA,l- Z lo,u..l,l+ I La,v,.t,v.tol-...+
i=l l<i<j<tl M<j<k!n

+(-l)'-' .la,v s. - ... -.J..i.

1.4. Propozifie. Dacd descompunerea in factori primi a numdrului natural nenul n

ester: pi'.pi'.....py, atunci 9(r):,' i-ll ['- t .i [t- t 
]P,)\ P.) \ p.)

Demonstra{ie.' Vom calcula numdrul n - e@). Acest numdr reprezinta numdrul
numerelor naturale mai mici decdt n gi care sunt divizibile cu cel pulin unul din nume-

rele pi, i e ffi. Oaca notdm cu l; mullimea numerelor naturale mai mici decAt n gi

divizibile cu pi. afunci avem:

n - q(n) =l,a, v .a" v,.u,q-l=tl,t, - L 14 ^i=l -<i<j<m

{rn -- lt
deci <o( rtl=n - ) --+'\ / 1p, ,=?r,p,.p

=,(t->!+ F I - -{-1y'' --1--l=,l,,-!'l[,t- 
I 

]
\ A n, ,r/r^ P,' P1 Pt' Pz'.'.' P, ) [ P ][ P, )

ceea ce trebuia demonstrat. La ultima egalitate s-a folosit faptul c6:

A,l+. +(

n

-1)".lanA^...^A-1,

Pt'Pz'"" P*

['-!'1,
\ p^)

.- - ..-i-1)"-' .l.arn4n

J -J A al""'u-,1'l=
')

-i i' .,4' r-, A, n...a A,*rl,

(r-rr)(*-rr) . (r--r,, 1=,o"-(r, +x2+....*x,).*'-'* I xt.xj.x'-2-
l<i<j<n

-...+(-i)'-xt'xz'...'.r-,,.relalecesepoatedemonstraprininduc{iematematicS,unde

X, X1, X2, ..., Xn € IR, n e 1,, 
-.

1.5. Consecinfi. Dacap este un numbr natural prim, atunei:
a)q(p):p-r;
U) q(p5 : po - po-t , ft e I i*. Demonstraliarezultd imediat din proprietatea anterioari

sau din defini{ie.

PnrNcrpruL LUr DTRTCHLET

Dacd vei dori sd pui trei bile in doui cutii, in mod sigur vei pune cel pulin dou6 bile
in aceeagi cutie. De asemenea. nu se pot arunja patru cutiu{e in cele 3 sertare ale unui
birou frri a pune cel puiin doud cutiuJe in acelagi sertar. Distribuind cinci iepuri in
patru cugti, proprietarul acestora va fi nevoit sd pund cel pu{in doi iepuri in aceeaqi
cugcd.

Aceste observalii simple stau la baza unui principiu care poate fi formulat astfel:
dacd introducem n * 1 obiecte in n cutii, atunci va exista o cutie care va confine cel
pulin doud obiecte.

Matematici de excelenfi. Clasa a IX-a | 13
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Varianta discretd a acestui principiu este cel mai simplu exemplu de rationament
,,de bun-sim!" cunoscut sub denumirea de principiul lui Dirichlet sau principiul cutiei
(Principe de tiroirs - principiul sertarelor, in francezb; Pigeonhle principle - princi-
piul cuqtilor de porumbei, in englezi). Principiul cutiei este legat de numele mate-
maticianului german Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859), ou toate c6 era bine
cunoscut cu mult inaintea acestuia. Meritul lui Dirichlet este acela de a fi aplicat acest
principiu in multe probleme de teoria nurnerelor.

Acest ra{ionament extrem de simplu are marea calitate de a putea fi stdp0nit de
elevi de la cea mai fragedd vArstd gi, dac6 profesorul gtie sd le ofere probleme cu
enunfuri variate,le poate den'olta copiilor pasiunea pentru ralionamente matematice
care unneazd a fi folosite in sirualii mai compiicate.

Vom da in continuare unele formuldri ale principiului cutiei in algebrd sau geome-
tria combinatoricd.

PnrNcrpruL rul DtRtcHLET iN ATcEBRA

Ddm in continuare doui formulari in algebrd ale principiului cutiei.
I. Daci repartizdm n . k + 1 obiecte in k cutii, atunci va exista o cutie in care se

afli cel pulin n + 1 obiecte.

II. Fie I o mulfime nevidd gi -,11. -{1, ..., A, (ne N.) o partilie a mullimii A, adicd

AteAzu... \J A,:ASi AinAi:A pentru i,j e $,2,...,n\,i+j.
Dacd avem n * 1 elemente din.-{. arunci va exista o mutrlime Aiqi care sd con{inb

cel puJin doud dintre cele n * I elemente considerate.
Acest principiu stabilegte existenJa unei cutii cu anurnite proprietdli, fiind agadar un

principiu de existenld gi nu unul constmctir-. deoarece nu stabileqte un algoritm de
aflare a cutiei cu proprietb{ile dorite. Diversrtatea gi frumuse{ea problemelor in care se
poate utiliza principiul cutiei face ca, la numeroase concursuri sau in diverse c64i de
specialitate, acest tip de probleme sd fie mereu prezent.

1.6. Exemplu. Ardtali c6, oricum am alege 7 patrate perfecte distincte, exist[ cel
pufin doud a cdror diferenld se divide prin 10.

Soh4ie:Restul impdrfirii la 10 a unui numdr este egal cu ultima cifrd a numIrului. Un
pitrat perfect poate avea ultima cifrd egal5 cu 0. 1. l. 5. 6 sau 9. Cum avem 7 pilffate
gi doar 6 posibilitSli pentru ultima cifrd, vor exista doua patrate care au aceeagi ultimi
cifr6. Diferen{a acestora se divide cu 10.

1.7. Exemplu. Arbtali cd, oricare ar fi7 puncte infr-un disc de razd L, existb doul
puncte intre care distanla este cel mult 1.

Solulie:impSrtim discul in 6 sectoare congruente. intr-unul dintre cele 6 sectoare se
gdsesc cel pulin doud dintre cele 7 puncte. Atunci distanla maxim[ dintre doud puncte
aflate intr-un astfel de sector este 1.

14 | Matematici de excelenli. Clasa a lX-a



xplu exemplu de ralionament
Dirichlet sau principiul cr.rtiei
Figeonhle principle - princi-
^ este legat de numele mate-
iS-ig). cu toate ci era bine
:ste acela de a fi aplicat acest

-re de a putea fi stdp6nit de
siie sa le ofere probleme cu

:-::-u ralionamente matematice

- Jutiei in algebrd sau geome-

CEBRA

,: - --:i u'utiei.

:. -. 

' :rista o cutie in care se

- ::::.:re a mullimii A, adicd

sd conlini

: ::-:::3:::ii. t-rind agadar un

-- .:.::-:-<l: Un algOfitm de
, ->:.:: ::,: t.emelOr in Cafe Se

: -:j :' s'-. jn di'erse cdrfi de

: :,::l;::3 cisiincte, existd cei

. ,-:-:t: .llia a numdrului. Un
:, ..* i. Cum avem 7 pdtrate
:"::.i; cale aU aCeeaqi ultimd

*:. :rsc de razd 1, existd doud

*:rl dintre cele 6 sectoare se
:, marimd dintre doud puncte

: -,:--::: I si care

PnlNclpruL rut DtRtcHLET iN GEoMETRIA coMBtNAToRtcA

O varianti geornetricd a principiului lui Dirichlet care ne apropie de geometria com-
binatoricb ar fi: dacd pe suprafaJa unei mese de arie S se agazd foi de hArtie av6nd suma
ariilor S'> S, atunci existd cel pufin doud foi suprapuse.

O primd generulizare a principiului cutiei ar fi: dacd in n cutii introducem m obiecte

$i m > p' h, p € N*, atunci existi o cutie care conJine cel pulinp + 1 obiecte.

Se observd cd in varianta discreti, algebricS, esenlial este sa cunoagtem numdml obiec-
telor gi numirul cutiilor, iar in varianta geometricd sa cunoa;tem aria mesei gi aria obiec-
telor, adicd o mlsurii a lor.

Cadrul teoretic care permite studiul problemelor in care se aplicb principiul lui
Dirichlet qi generalizbrile lui il constituie spaliile masurabile. formate din submultrimi
ale unei multimi date (submullimi mbsurabile) gi de o ..masura" pentm fiecare dintre
aceste mullimi.

Fie X o mul1irne, P(X) mullimea pbrfilor sale ;i nt : P(X) -+ [0. -) o func1ie numitd
misurl pe X, cu proprietilile:

t) m(A):0;
2) m(A u B) : m(,4) + m(B) * m(A n B).

1.8. Observafie. in teoria mdsuni, in loc de P(-f) se ia o submulfime P*(n formatd
din mullimi mdsurabile (in sens Lebesgue sau Jordan), dar pentru aceastd lucrare
considerlm cd nu trebuie sb dezvoltdm teoria cea mai general[, avdnd in vedere c5
toate mullimile cu care se lucreazd in qcoald sunt mul{imi normale (m[surabile).

Fie A1, Az, ..., A, e P(X). Si notdm: It : U (A,, n A,. n...A,o), k =7a.
'l<it<...<4<n

1.9. Propozifie. Pentru orice,41, Az, ..., A" e P(X) este verificatd egalitatea:

t*@)=fmQ).
Demonstralie.' Demonstralia este un util exerciliu de aplicale a principiului inducliei
rnatematice.

Fentru n:2, oblinem: m(A1)+ m(A:): rn(.11w A2)+ m(A1 aA2) adevdratddin
proprietatea 2) din definilia mdsurii.

Presupunem relalia adevdrata pentru ir 9i o demonsffAm pentru n + 1.

Fie I'u= U (A,.a,7,.i')...^.1 ). Avem: Ii,=Iou(A,nraIo_) gioblinem
l<ii <...<4 <r+1

m(Ii) = m(I ) + m(An*rn1o_,) - nt(1,.,^ -{,,_,), k =2, n, aqadar:

m(I) = m(Ir) + m(A,*,) - m(l, - ,J,._.,)

m(Ii) = m(I r) + m(1, n A*r) - m(I - a .-1._,)

m(I',) = m(I ,) + m(I ,_, ^ 
A,*r) - m(I ,, t A,*,).

Atunci oblinern: f,*gi> =fmQ ) + nt(A,*r) - m(An*, a I,),

Matematici de excelenli. Clasa a lX-a | 15



*d l3!'fb. ,,rfl

dar I, h 4*, = I',*r, deci lm(Ii) =lm(I o7 + m(A*r) gi folosind ipoteza inducliei,
k=l k=l

n+l n+\

avem: L*(I)=Z*(A).
k=l k=\

1.10. Corotar. Dach lp-r:O,arunci: 
-f*t,qrl< 

r *(g,e^).
k=t \r, r ,/

(Dacb orice element din reuniune aparfine la cel mult p submullimi, atunci suma
mdsurilor lor nu depiqegte dep ori misura reuniunii.)

Demonstraqie.' Avem, evident, 11 = I2I ... I lp+t - ... ) In,
aqadar m(I) 2 m(12) 2 ...2 m(Ir) 2 n(Ip*) > ...> m(In),
deci 1p*r : A + m(Ir) : 0,Yk> p + 1.

Folosind relatia din propoziJia antenoard, oblinem:

f *t.qry =fm(r r) < p . m(r,, = , ,(l) o-).
k=r k=r \ r=t )

1.11. Corolar (Principiui cutiei generalizat)

Daca fm(A)> p *ft),t . eristd it, i2, ..., ip+t ett 1 < ir < iz< iz < ... I ip+r i=n,
k=r \r=r

astfel incdt A,, r\A,. n...n A,o_ + Z.

(Dacd surna mbsurilor submullimilor At. ...,,4, depdgegte de p ori mdsura reuniunii
lor, atunci exist6 puncte in reuniune care sunt acoperite de cel pulinp * 1 submul{imi.)

1.12. Observafie.
a) Dacd Xeste finiti, se poate lua m(A) : numdrul elementelor mullimii L
b) DacdXe R., pentru a < b definim m(la. bll : b - a.

c) Dacd X e IR.2, putem lua ca mdsurd aria.

d) DacSXe IR.3, putem lua ca mdsurd volumul.

1.13. Observafie. Pentru cazurlle geometrice b). c). d), putem enunla cele doud
corolare sub forma:

b) Pe un segment de lungime I se pun /? segmenre de lungimi I-y, L2, ..., Ln.
o Dacd Lt + L2* ... L,> L, atunci existd doui se-rmente I; qi L1 carc au cel pulin un

punct comun.
r Daci Lt + Lz * ... L, < L, atunci existd pe segmentul de lungime Z un punct care

nu se afl[ pe niciunul dintre segmentele L1, L2, .... L,,.

o Dacd Lr+ Lz+ ... Ln> p.L, atunci exista [p] * 1 segmente care au unpunct
comun.

c) Pe o suprafald de arie S se agazb n suprafele de arii Sr, Sz, ..., S,.
o Daci Sr + Sz + ... S" < S, atunci existd pe S un punct care nu se af15 in nicio su-

prafa\d Si, i: l,n .
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flrrr,

,; I l-+ l.

.1t p submullimi, atunci suma

i

;i folosind ipoteza inducJiei,

, (;: < l: < l:< ... lip*r{n,

-:; i*,:r ori mdsura reuniunii
- :e- lulLnp - 1 submullimi.)

:- ;::: - ;': nUliimii,4.

. :. piiem enunla cele doub

--::g:mr L 1. L2, ..., L,.
:: - .i / care au cel pulin un

:- de lungime L un punct care

, se_rmente care au un punct

S .5:. ..., &.
.Jt care nu se aflf, in nicio su-

o Dacd Sr + Sz + ... .Su >p' ,S, atunci existd [p] + I suprafetre care au un punct co-
mun.

d) in interiorul unui corp de volum Zse deseneazd n corpuri de volume V1, V2, ..., V,.
o Dacd V1 + V2 4 ... V,,> V, atunci existd doub corpuri Vt Si Vi care au puncte co-

mune.
c Dac[ Vr + Vz t ... Vn < V, atunci existi in V puncte care nu se afld in niciun corp

Vi, i: Ip.
o Dacd Vt+ Vzt ...Vn> p . V, atunci existd p] + 1 corpuri care au un punct comun.

1.14. Exemplu. Oricare ar fi frrnc{ia .f : {I,2, ..., mn + 1} -+ {1,2, ..., m\, existA
i r, i2, ..., l,+r astfel incttt fli 1) : flD : ... : J(i *).

Solutie; Fie A* : t/(Al t. k : t mn +L Atunci. T)' o, c lt. 2. .... ml - ,( 0' or)= *,
i=l \ r-r )

mn,l f /. n+t \l
|*(.to\=mn+1. deci lm(Ao\>rl*lU o-ll ti din Corolarul l.ll, existd
*=l L \ l.-i /)

A,,, A,,, ..., A,," cul,, n Ai,n...nA,,.,*Q, deci f (t)="f (iz)=...=f (r"l).

1.15. Exemplu. Punctele de pe suprafala unui hexagon regulat de laturi 1 se

coloreazd cu 6 culori. Aratati cd existd doub puncte de aceeagi culoare intre care distanla
este celpu{in l.

Solutrie: DistanJa intre oricare doud v6rfuri ale hexagonului este > 1, deci dacd doud

dintre v6rfilri ar fi de aceeagi culoare am terminat. Daci cele 6 v6rfuri sunt de culori di-
ferite, atunci oricum am coiora centrul cercului distanJa de la el la vdrful de aceeagi

culoare este 1.

1.16. Exemplu. intr-un teren pitrat cu larura de 1 km se gdsegte o pddure cu 4500

stejari de diametrul 50 cm. Ardta\i cd se poate s[pa in pddure un lac de 10 m x 20 m
frrdatdianiciun copac.

Solulie:imp64im p[durea in suprafele drepfunghiulare de drmensiuni 10.5 m x 20,5 m.

Formim astfel48 x 95:4560 dreptunghiuri. Celpuiil unul dintre dreptunghiuri nu

conline niciun copac. in acest dreptunghi putem sapa lacul.

1.17. Observafie. Bordarea dreptunghiurilor de dimensiuni 10 m x 20 m este ne-

cesar6, cdci, dacd centrul unui copac se afl6 in afara. dar foarte aproape de margine,
copacul intri in dreptunghi.

1.18. Exemplu. in interiorul unui triunghi se considera 7 puncte. Arbtati cd se pot

alege trei dintre ele care si formeze un triunghi de arie mai micl sau egala cu ]."4
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Solulie; impdrfim triunghiul in doud triunghiuri de arie qi un paralelogram de arie

I

1. 
Cel pulin una dintre cele trei zone conJine cel pulin trei dintre punctele date. Dacd

ele sunt in triunghiuri, am terminat. Dacd avem trei puncte in paralelogram, ele
formeazd un triunghi de arie cel mult jumdtate din aria paialelogru*ului, deci cel mult

esala cu 1."4

PROBLEME DE ANTRENAMENT

1.A.1. CAte numere naturale rnai mici sau egatre cu 2013 sunt divizibile sau cu 2, sau
cu 3?

solulie:FieA: {2nln e N,2n<1013} siB: {3nln e N,3n32013).cum(2,3):1,

avem cd A n B: {6n In e l:,.6ii ( 2013}. Evident, numdrul cdutat este lluBI=
=ltl*lsl-ldn Bl = 1007 + 671 - i-16 = 1343.

1.A.2. Toli locuitorii dintr-un ora5 r.'rrbesc fie franceza, fie germana.Dacd640/ovor-
besc franceza qi 58Yo gerrnana, cdli r orbesc ambele limbi?

Solu\ie: Deoarece datele din ipoteza sunt erprimate procentuatr qi nu se cunoa$te nu-
m6ru1 locuitorilor oraqului, este bine sa luSm ca numdr de locuitori ai oragului 100 qi
rezultatul va fi un procent. Not[m cu E nultrmea locuitorilor oragului, cu F mul{imea
vorbitorilor de limbd francezd, qi cu G nultii-iea r orbitorilor de limb6 germand. Atunci
vom avea: lfi=lf uGl=carcl(t)f cartlrG,-.-ard{F,^G). deci card(F -1G)=64 a
+ 58 - I00 : 22. Aq;adar, 22a/o dintre locuiro:-r r. J,:!isc arnbele ltmbi.

1.A.3. CAte numere cornpuse din n cifre exista. s:-r:,j ;a acesrea conlin doar cifrele 1, 2,
3, dar pe fiecare dintre acestea cel pu{in o data.

Solulie: Este necesar ca n ) 3, n e N. Un asr;i. ce numir are forma oror-o, 
"

alre{1,2,3},k =hr. D.ourecefiecarecitra,ci::r-unastfeldenum6rsepoatealege
in trei moduri, cu principiul produsului, vor errsra in :oia1 3" numere de n cifre formate
doar cu cifrele 1, 2 gi 3. Notdm in continuare cu,i aiullimea numerelor de n cifre ca gi
mai sus care nu con{in pe i, i € {1. 1. jl Avem de calculat numdrul:

l1 ^1 ^11=t" -1.^,w,q,v 4li' -(l4i+ .r. - t ) -iA, n 4l+1,t, n 4l+l+ ^ 4l-
-la -)'4 n 41, unde { reprezinta mullinea numerelor de r cifre care conline
pe l. Deoaret. 14l=lArl=lArl=Z' (pentru t-lecare cifr6 din num6r sunt 2 posibilitl{i

de alegere). 17,n|,-r r,1= 3' - 3.2" +3.
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